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Abstract

This paper contains a theoretical analysis which is used to describe the work of complex body light structures.
The mathematical equations of equilibrium with many degrees of freedom can’t be directly used to describe the
motions of airplanes or helicopters. The method presented in this paper, however, shows mathematically how we can
calculate the maximal stresses during the flight of helicopter IS — 2 by reducing the huge number of degrees of
freedom into the acceptable one. This method is used for optimisation of helicopter’s structure.

The first step was to create a structural model of the whole helicopter’s body in order to represent the
deformations in function of time. In the second step the natural frequencies of shape of motion were calculated.
Afterwards, the theoretical results were compared to empirical research on prototype of the IS - 2 helicopter. The
verified data were consequently used to analyse stresses in the helicopter’s structure. The maximal stresses were used
to obtain the materials fatigue. This paper contains explicit method witch can bee used to dynamics analysis of
another mechanical design.

METODA OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI Z WYKORZYSTANIEM
MES I SUPERPOZYCJI MODALNEJ

Streszczenie

Ten artykul zawiera analize teoretyczng zastosowanq do opisu zlozonych lekkich konstrukcji. Matematyczne
rownania rownowagi opisane wieloma tysiqcami stopni swobody nie mogq by¢ bezposrednio uzyte do opisu ruchow
samolotow lub smiglowcow. Metoda prezentowana w tym artykule przedstawia sposob wyznaczania maksymalnych
naprezen podczas lotu smiglowca IS — 2 dla rozbudowanego modelu oraz sposob redukcji stopni swobody calego
uktadu do wymiarow modalnych w przedziatach mozliwych czestosci wzbudzen. Ta metoda zostata zastosowana do
optymalizacji struktury smiglowca IS — 2. Pierwszym krokiem analizy bylo zbudowanie strukturalnego modelu do
wskazania miejsc maksymalnych naprezen. Nastepnie wykonano analize modalng z wyznaczeniem czestosci i postaci
drgan wiasnych. Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami pomiaréw tych czestosci i postaci z wynikami pomiarow na
prototypie. Nastepnie zastosowano metode umozliwiajqcq redukcje z duzej liczby stopni swobody do liczby z zakresu
mozliwych wzbudzen drgan. Nastepnie wyznaczono wspolczynniki wzmocnierr amplitud drgan i ponownie
wykorzystujqc model rozbudowany dodano wartosci naprezen z kazdej postaci do wartosci Sredniej wynikajqcej z
ustalonego obciqzenia. Na podstawie liczby cykli drgan z okreslonymi wartosciami naprezen okreslono graniczng
wytrzymatosé zmeczeniowq. Przedstawione fragmenty obliczen udokumentowano w sposob graficzny na rysunkach.
Prezentowana metoda analizy dynamicznej jest stuszna tylko w malym zakresie obcigzen. Moze by¢ rowniez
wykorzystywana do analizy dynamicznej innych konstrukcji.

1 Wstep.

Celem analiz dynamicznych S$migltowca jest okres§lenie stopnia bezpieczefistwa podczas
eksploatacji sprzg¢tu w roznych warunkach.
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Zaburzenia lotu, pochodzace od burzliwej atmosfery, oraz powodowane przez pilota wychylaniem
powierzchni sterowych wywotuja zmienno$c¢ sit aerodynamicznych.

W naukowej literaturze opisano wiele przypadkow lotu samolotow i $migtowcow jako bryt
sztywnych.

Wystepujace sity aerodynamiczne roztozone na powierzchniach zewngtrznych byly opisane
funkcjami zaleznymi od wektora predkosci wzglednej migdzy otaczajacym powietrzem a
przesuwajacymi si¢ elementami konstrukcji. Pojawiajace si¢ zmienne w czasie odksztatcenia
modyfikowaty pola predkosci i tym samym zmienialy obcigzenia zewngtrzne. Opis dynamicznej
pracy konstrukcji musi zwiera¢ odpowiedz dotyczaca stabilnosci lotéw oraz okresu eksploatacji.
Czesto si¢ zdarzato, ze symulacje obliczeniowe, mimo duzego zaangazowania badaczy i
obliczeniowcow byly rozbiezne w stosunku do pomiaréw na rzeczywistym obiekcie. Jednym ze
sposobow zwigkszenia doktadnosci modelowania byto odwzorowanie odksztalcenn obiektu i
okreslenie ich wptywu na stan bezpieczenistwa lotu pod wzgledem jego stabilnosci. Do oceny
stabilnosci lotu i do wyjasnienia przyczyn powstawania drgan samo-wzbudnych zaktadano
odksztatcalnos¢ niektorych elementéw samolotu lub $miglowca. Oprdcz probleméw ze
stabilnoscia lotu pojawia si¢ réwniez problem opisu stanu wytgzenia konstrukcji w wyniku
dziatania dodatkowych sit aerodynamicznych i inercyjnych wynikajacych z odksztatcen obiektu.
Zmienno$¢ tych odksztalcen w czasie rodzi szereg pytan dotyczacych bezpieczenstwa, ktére moze
ulega¢ zmianie w trakcie eksploatacji sprzetu.

Ocena stopnia zuzycia si¢ elementow, zalezna jest migdzy innymi od dokladnego okreslania
wielkosci sit obciazajacych konstrukcjg, oraz szybkos$ci ich zmian podczas réznych stanéow lotu.
OdpowiedZ na tak postawione pytanie wymaga innego rodzaju modelowania niz wynikato to z
badan stabilnosci parametrow przebiegu lotu.

2 Metoda opisu odksztalcen obiektu

Preferowana jest metoda MES, pozwalajaca na zastapienie konstrukcji ciaglej dyskretnym
podzialem na skonczong liczbe elementdw, ktérym przypisuje si¢ wlasnosci mechaniczne i
materiatowe. Do odwzorowania pracy cienkosciennych konstrukcji lotniczych wykorzystuje si¢
elementy plytowo-tarczowe oraz belkowe. Przemieszczenia wewnatrz elementu opisywane sa
iloczynem funkcji ksztattu i przemieszczeniami przylegtych weztéw elementu.

ql,w
q(x,,2,8) =[N, (x,3,2);.5N,(x, »,2) § .. te™, (1)

q/,w

gdzie: |_N1 x,»,2);.5 N, (x, p, Z)J — wektor zawierajacy funkcje ksztaltu elementu,

ql,w
- wektor przemieszczen w wymienionych punktach od 1 do /,

ql,w
e’ — funkcja wyktadnicza z liczba naturalng w podstawie,

zalezna od wyktadnika liczby zespolonej i parametru czasu.

Wydhuzenia wzgledne majg postaé:
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ql,w

N o3 N
ey} AL DN D @
Ox
ql,w
Naprezenia przedstawiono w postaci:
E
om0} D, oz ®
gdzie: [D] — macierz sprezystosci,
E — modut Yung’a,
v —liczba Poissona.
Energi¢ odksztalcenia elementu ptaskiego przedstawiono w postaci pracy sit wewnetrznych:
1
Ewew = E J‘LO}(X, y7 Z7t); Uy(x) y: Zat);Txy(xﬂ y: Z7I)J{gx;gy;7xy ﬁV s (4)
vV

gdzie: 7, (x, y, z) — naprezenia Scinajace w plaszczyznie x-y,
7., (%, ¥,2,1) — wydluzenia katowe w plaszczyznie x-y,
o,,0, — naprezenia w wymienionych kierunkach,
&,,&, — wydluzenia wzgledne w adekwatnych kierunkach,

V' — objetosé elementu skonczonego.

Natomiast energi¢ kinetyczna elementu odksztatcalnego przedstawiono w postaci iloczynu
predkosci odksztatcenia i masy w nastepujacej postaci:

g(x.0) =[N Jfg, Jpe" . ®)
By =5 la JVLN Joav g, e ©

Suma energii odksztatcenia sprezystego i energii kinetycznej oraz energii potencjalnej jest
réwna pracy sil zewngtrznych dziatajacych na odksztalcalny obiekt.

W przypadku $migtowca nalezy uwzglednia¢ energi¢ kinetyczna elementow wirujacych i
energi¢ zwigzang z polozeniem mas w polu sil grawitacyjnych. Na obiekt poruszajacy si¢ w
powietrzu z pewnymi predkosciami dziata¢ beda sily aerodynamiczne, adekwatne do tych
predkosci.

Jezeli rozpatrujemy zachowanie si¢ obiektu odksztatcalnego musimy wyznaczy¢ te predkosci
liniowe sztywnego uktadu (U V W) i predkosci katowe (P Q R).

Wypadkowy tensor predkosci uktadu odksztalcalnego jest suma predkosci sztywnego uktadu i
predkosci odksztalcenia tego ukladu. Rownania ruchu obiektu odksztatcalnego zostang
zmodyfikowane o sily wynikajace ze zmiany tensora predkosci. Najistotniejszymi predkosciami
powodujacymi zmiang obciazen zewngtrznych sa zmiany predkosci na powierzchniach
wytwarzajacych sile¢ nosna i wirniku tylnym wytwarzajacym moment rownowazacy moment
napedowy. Pracg sit zewnetrznych przyktadanych do weztow mozna zapisaé¢ w postaci:

L. =lg,JP}. 7
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Do wyprowadzenia rownan ruchu wykorzystuje si¢ zasad¢ zachowania energii mechanicznej
uktadu i pracy sit zewngtrznych z réwnania Lagrange’a .

i(aEkin )_ aE‘kin + aEw@w. _ 6Lzew =0 . (8)

at oq =~ 04, 04, 04,

W efekcie uzyskano uktad réwnan, w ktérych sily bezwladnosci rowne sa sumie sit
wewngtrznych i zewnetrznych. Jest to rowniez zgodne z zasada d’ Alamberta.

pal{d ek fa okl o=t ©

W wypadku badania whasnosci dynamicznych obiektu zatozono si¢ brak sit zewngtrznych i
jedynie uwzgledniono dziatanie sit wewngtrznych sprezystych i sit oporu ruchu proporcjonalnego
do predkosci.

[[M)@) +[M]y- o) +[K]ig,}=0, (10)

gdzie: @,,..,@, - sa predkosciami katowymi dla kolejnych postaci drgan wlasnych,
V1.7 - sa wspotczynnikami thumienia krytycznego dla kolejnych postaci.

Z przyréwnania wyznacznika charakterystycznego do zera otrzymuje si¢ rownanie wyzszego
rzedu wzgledem nieznanych predkosci katowych. W  wyniku rozwigzania roéwnania
algebraicznego wyzszego rzedu otrzymuje si¢ okreslone wielkosci spelniajace warunki
rownowagi.

Postugujac si¢ dostepnymi programami mozna w sposob szybki otrzymac postacie i czgstosci
drgan wiasnych i w sposob graficzny przedstawi¢ symulacje na ekranie komputera. Mozliwe jest
wyznaczenie poziomu naprezen adekwatnych do poszczegdlnych uogdlnionych amplitud
przemieszczenn weztowych w kazdej postaci drgan. Suma wszystkich postaci drgan jest
odpowiedzia uktadu na zaburzenia od otoczenia zewngtrznego.

Jesli odpowiedz uktadu jest suma wielu przemieszczen z réznych postaci zaleznych od
parametru czasu to podstawowe rownanie przemieszczen i predkosci majg postac:

/»lleimlt
q(x,y,2,0)=|N;;.N, | 4.4, 8 .. b, (11)
lkeiw,(t

Aleimlt
q(x,y,2,0)=|N;;.N, || diw.; Ajio, . . (12)
/fikeiwkl

Na podstawie wzordw (11) i (12) wyznaczono energi¢ kinetyczng dla kazdego elementu
nalezacego do rozpatrywanego uktadu. Przy czym istnieje skonczona liczba warunkow
brzegowych wektora odksztalcen rowna liczbie postaci drgan wlasnych uktadu bez wymuszen.
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. .. . . .. . it
; Ao A i, Ao Ao, || Ae
uk. _ ~ iopt , iopt
E = 2|_/1,e S e . [Mu,d. . . (13)

7. .. . . .. . iopt
A - Ao, A, jo,;. A, o, || e

Powyzsza posta¢ umozliwia redukcj¢ rozmiaru macierzy mas uktadu z nxn do wymiaru
zredukowanego — kxk, gdzie : k- liczba postaci drgan ukladu, n- liczba stopni swobody tego
uktadu.

Energia potencjalna uktadu jest suma pracy sit wewngtrznych we wszystkich jego elementach,
ktdra przedstawiono w postaci matematycznej jako iloczyn macierzy:

A A A A[ . l]eiwlt
uki 1 ioy iy ’
Epéi‘ :5\]’18 s e - [Kukladu - - (14)
Ak‘l;..;Ak An,l;";An,k ﬂkeiw"t

n

112009 1 IRERE)

Prace sit zewngtrznych dziatajacych na ruchomy odksztatcalny obiekt uzalezniono od
predkosci wzglednej ruchomego obiektu wzgledem nieruchomych mas powietrza osobno dla
kazdej postaci drgan.

f’zl(U’V’W’PaQaRaql, -'aqk)

[)zi(UsVaW:vP’QyR»q],"»qk) : (]5)

])zn(U’V’W’PJQaRan, --qu)

Catkowita praca sit zewnetrznych jest iloczynem sumy wszystkich sit przytozonych do weztéw
konstrukcji 1 sumy przemieszczen we wszystkich postaciach drgan uktadu, ktéra mozna
przedstawié¢ w sposdb nastepujacy:

opP., oP,
o Pz,l;%;..; " 1
o o || % | | au
L2 esa e | | . : . (16)
A A4y, szn;api;“;ag:n d-;
oU oq ‘n

Powyzsza zalezno$¢ umozliwia zredukowanie macierzy obcigzenia zewnetrznego z wymiaru
[nxl] na wymiar [kxI] przez wymnozenie dwoch przedostatnich macierzy i przedstawienie w
nastepujacej postaci:

i_iAu 'B,i;..;f“Al,l_ . a}?,l 1
LR i T og | | au (17)
"e';“;k'ek . ) |
> S aP .
zAk,i . 132»";";2"4/(,,' . .z,,, dé
_i:] i=1 94, | .

Na podstawie bilansu energetycznego badanego uktadu, w ktérym wystepuja energia kinetyczna
opisujaca ruch periodycznie zmienny i energia Kkinetyczna tracona w skutek tarcia
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proporcjonalnego do predkosci, oraz energia potencjalna odksztatcenia sprezystego przedstawione
zostaly w zapisie macierzowym, w ktorym niewiadomymi wielkosciami sa wspotczynniki
wzmocnien amplitudy drgan oznaczonych symbolami: L/llei"”" s Al J

Wektor ten wystepuje po lewej stronie rownania bilansu energetycznego dwukrotnie.
Natomiast w prawych stronach przedstawiajacych pracg sit zewngtrznych tylko raz. Upraszczajac
réwnanie bilansu energetycznego o wspomniany wektor uzyskuje si¢ rownanie liniowe wzgledem
wspolczynnikéw wzmocnien. Po rozwiazaniu ukladu réwnan liniowych wzgledem wektora
wzmocnien amplitud otrzymano rzeczywista postaé przemieszczen dla kazdej postaci drgan.
Pozwala to na superpozycje rzeczywistych przemieszczen kazdego wezta 1 relatywnie do
odksztatcen uzyskanie rzeczywistych naprezen dla rozbudowanego modelu struktury $miglowca.

. Ao A o, Ao A o,
5[ . [Mukl. . +
Ay i A i, A,io 5.5 4, i,
A,,7,0p5.54, 7,0, A,7,0,5.54, 7,0,
[MukI, h +
A VO35 Ay, 70 A, 1710155 4,,7,00,
[ i=n i=n oP . |
Iy zAl,iF)z.i;";zAl,ii.z,l 1
A5 4,, A s Ay | | Ae” i=1 S 0g, || gu
- K, e e L . op . (18)
A s Ay, A, s, | | Ae™ ZAMPH;“; A, de
i=1 i=1 aqk 9

Rownanie (18) jest réwniez konstytutywne do opisywania zjawisk ﬂatterow_ych.

Zniszczenie kazdej konstrukcji wynika z przekroczenia napr¢zen krytycznych w strukturze
obiektu. W przypadku obciazen zmiennych o duzej liczbie cykli, zniszczenie materiatu wystepuje
przy nizszym poziomie naprezen niz dla klasycznej proby jednorazowego rozciagania.

Wystepuje pewna zalezno$¢ ujmujaca poziom naprezen z liczba cykli ich zmian w czasie.

06"N, = const , (19)

gdzie: 6 - jest naprezeniem zmiennym,
m - wspolczynnik zalezny od rodzaju materiatu,
N - jest liczba cykli zmian.
Zalezno$¢ (19) jest wlasnoscig charakterystyczna dla okreslonego materiatu.
Zalezno$¢ powyzsza przedstawiaja w sposob graficzny krzywe Wohlara.
Warto$¢ naprezen zmienia si¢ od wartos$ci minimalnej do maksymalne;.

0= 6s'red + 6ampl . (20)

Zalezno$¢ (20) najczesciej opisywana jest przez krzywa Smitha.

O efekcie koncowym okreslajacym stan bezpieczenstwa decydujace znaczenie majg sity
wewnetrzne. Stan wytezenia materiatu okreslany jako S$redni jest ustalany dla ustalonych
parametréw lotu bez przeciazen. Dla $migtowca jedno-wirnikowego z sita no$na na wale gtéwnym
oznacza state zginanie kadtuba w dwu plaszczyznach: pionowej i bocznej. Sita réwnowazaca
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reakcje silnika i przyktadana w osi piasty $migta ogonowego jest czesciowo zastgpowana w locie
do przodu przez sity reakcji na stateczniku pionowym. Tak wigc stan ustalony w $miglowcu jest w
pewnym sensie tylko umowny.

Raczej jest to warto$¢ $rednia wyliczana z rdwnan réwnowagi statycznej. Niesymetryczne
roztoZenie mas jest wpisane jakby z definicji $miglowca. Dlatego analiza zmeczeniowa jest
elementem wymiarujacym konstrukcj¢ $migtowcow. Sam wirnik z fopatami zamocowanymi do
watu za posrednictwem przegubowej piasty byt analizowany jako osobne zadanie badawcze.

Rys. 1. Model strukturalny Smiglowca IS — 2 do analizy wytrzymatosciowej i modalnej
Fig. 1. The structural model of the helicopter IS - 2 for the strength and modal analysis

MSC/PATRAN Version 8.5 02-Ocr- 01 09:08:20
Fringe: SC1:BEZ TARCIA, Al:Mode 14 - Freq. = 9.4472: Eigenvecrors, Translatonal- (NON-LAYERED) (MAG) 294!
Deform: SC1:BEZ TARCIA, A1:Mode 14 - Freq. = 8.4472: Eigenvectors, Translatonal

0187
defanlt_Fringe :

Max 2,949 @Nd 83
Min .0LE7 @Nd 20940
default_Deformation :
Max3.16 @Nd 448

Rys. 2. Posta¢ dwu-wezlowego zginania kadiuba, gdzie sumujq sie naprezenia od obcigzen w locie z obciqzeniami
dynamicznymi z czestosciq zblizonq do maksymalnej podczas startu Smiglowca

Fig. 2. Character of the two-junction of bend of the fuselage, where add up themselves the stresses from loads on the
Sy with dynamic loads with the nearing frequency for maximum during the start of the helicopter
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MSC/PATRAN Version 8.5 02-Oct- 01 09:15:46
Fringe: SC1:BEZ TARCIA, Al:Mode 15 : Freq. = 12.232: Eigenvectors, Transladonal- (NON-LAYERED) (MAG) 5176,
Deform: SCL:BEZ TARCLA, Al:Mode 15 : Freq. = 12.932: Eigenvectors, Translational
4532
4.485)

4.143

3459

3111

2767

176 s

0137]
default_Fringe

Max$.176 @Nd 69
Min 0137 @Nd 12752
default_Deformation

MexS.18@Nd 69

Rys. 3. Zginanie boczne kadluba polqczone ze zginaniem goleni podwozia
Fig. 3. The side-inflexion fuselage joint with bend of the shin of the chassis

MSC/PATRAN Version 8.5 02-Oct-01 10:38:34
Fringe: SC1:BEZ TARCIA, Al:Mode 26 : Freq. = 24 81: Eigenvectors, Translational- (NON-LAYERED) (MAG) 4.156,
Deform: SC1:BEZ TARCLA, Al:Mode 26 : Freq. = 24 81: Eigenvectors, Translational

3.053
2777
2.501

2.226)

1.674
1.39§

1.123]

_8467]

default_Fringe

Max4.156 @Nd 28451

Min 0193 @Nd 28557
default Deformation :

Max4.16 @Nd 23451

Rys. 4. Typowe drgania kadluba smiglowca polqczone z drganiami podwozia i zespolem zawieszenia silnika
Fig. 4. Typical oscillates fuselage of the helicopter joint with oscillates landing gear and set of the engine suspension
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1101,
MSC.Patran 2000 r2 28-Nov-05 13:43:47 1027

Fringe: SC6:K_WYRW_M, Al:Static Subcase: Stress Tensor, -(NON-LAYERED) (WONM) 954,
Deform: SC6:K_WYRW_M, Al:Static Subcase: Displacements, Translational 8581

808,
734,
661,
588,
515,
441
368,
295,
221
148,
743
1.55

default_Fringe :
Max 1101, @Nd 25121
Min 1.55 @Md 33750

default_Deformation :
Max 847 @MNd 49322

Rys. 5. Mapa naprezen zredukowanych w elementach przegubowej piasty Smiglowca IS -2 dla ekstremalnego
obciqzenia otrzymanego z symulacji lqdowania w auto-rotacji

Fig. 5. The map of reduced strains in elements jointed hub of the IS -2 helicopter for the extreme loads received from
the simulation of the landing in the autorotation

4 Wnioski

Modelowanie strukturalne umozliwito odwzorowanie wytrzymatosciowej pracy catej struktury.
Otrzymany obraz wytezonej pracy od obcigzen stacjonarnych uzupelniono o dodatkowe
naprezenia wynikajace z dynamicznych odksztatcen.

Przedstawiona analityczna posta¢ modelu pozwolita na zastosowanie redukcji z bardzo duzej
liczby stopni swobody do adekwatnej liczby postaci drgan z przewidywalnych czgstosci
wzbudzen.

Kazda posta¢ drgan wlasnych charakteryzuje si¢ wieksza odksztalcalno$cia wybranych
elementow. Zmieniajac sztywnosci lub masy wybranych elementéw uktadu bezposrednio
wplywamy w sposdb przewidywalny na pdzniejsze drgania konstrukc;ji.

Wystepuje okreslona liczba czestosci i adekwatnych postaci dowodzi mozliwosci redukcji liczby
elementow strukturalnego modelu, ktéry pozwala na analityczne opisanie dynamicznej pracy i
wyznaczanie warto$ci wspotczynnikdéw wzmocnien amplitud drgan wiasnych.

Algebraiczne sumowanie przemieszczen polaczone z liczeniem liczby cykli zmian jest

odwzorowaniem rzeczywistych obciazen 1 analityczne wyznaczenie Kkrytycznego czasu
eksploatacji struktury w sposéb symulacyjny.
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Przedstawiona metoda jest zgodna z badaniami na prototypie przy stosunkowo matych
wzbudzeniach. W przypadku wystapienia duzych odksztatcen ulega zmianie za réwno postac jak i
czestotliwos¢ drgan wlasnych, oraz algorytm tworzenia macierzy sztywnosci, bezwtadnosci, oraz
thumien.
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