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Abstract

 This paper contains a theoretical analysis which is used to describe the work of complex body light structures. 

The mathematical equations of equilibrium with many degrees of freedom can’t be directly used to describe the 
motions of airplanes or helicopters. The method presented in this paper, however, shows mathematically how we can 

calculate the maximal stresses during the flight of helicopter IS – 2 by reducing the huge number of degrees of 

freedom into the acceptable one. This method is used for optimisation of helicopter’s structure.
 The first step was to create a structural model of the whole helicopter’s body in order to represent the 

deformations in function of time. In the second step the natural frequencies of shape of motion were calculated. 

Afterwards, the theoretical results were compared to empirical research on prototype of the IS - 2 helicopter. The 
verified data were consequently used to analyse stresses in the helicopter’s structure. The maximal stresses were used 

to obtain the materials fatigue. This paper contains explicit method witch can bee used to dynamics analysis of 
another mechanical design.

METODA OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI Z WYKORZYSTANIEM 

MES I SUPERPOZYCJI MODALNEJ 

Streszczenie

 Ten artyku  zawiera analiz  teoretyczn  zastosowan  do opisu z o onych lekkich konstrukcji. Matematyczne 

równania równowagi opisane wieloma tysi cami stopni swobody nie mog  by  bezpo rednio u yte do opisu ruchów 

samolotów lub mig owców. Metoda prezentowana w tym artykule przedstawia sposób wyznaczania maksymalnych 
napr e  podczas lotu mig owca IS – 2 dla rozbudowanego modelu oraz sposób redukcji stopni swobody ca ego

uk adu do wymiarów modalnych w przedzia ach mo liwych cz sto ci wzbudze . Ta metoda zosta a zastosowana do 

optymalizacji struktury mig owca IS – 2. Pierwszym krokiem analizy by o zbudowanie strukturalnego modelu do 
wskazania miejsc maksymalnych napr e . Nast pnie wykonano analiz  modaln  z wyznaczeniem cz sto ci i postaci 

drga  w asnych. Otrzymane wyniki porównano z wynikami pomiarów tych cz sto ci i postaci z wynikami pomiarów na 

prototypie. Nast pnie zastosowano metod  umo liwiaj c  redukcj  z du ej liczby stopni swobody do liczby z zakresu 
mo liwych wzbudze  drga . Nast pnie wyznaczono wspó czynniki wzmocnie  amplitud drga  i ponownie 

wykorzystuj c model rozbudowany dodano warto ci napr e  z ka dej postaci do warto ci redniej wynikaj cej z 

ustalonego obci enia. Na podstawie liczby cykli drga  z okre lonymi warto ciami napr e  okre lono graniczn
wytrzyma o  zm czeniow . Przedstawione fragmenty oblicze  udokumentowano w sposób graficzny na rysunkach. 

Prezentowana metoda analizy dynamicznej jest s uszna tylko w ma ym zakresie obci e . Mo e by  równie
wykorzystywana do analizy dynamicznej innych konstrukcji. 

1 Wst p.

Celem analiz dynamicznych mig owca jest okre lenie stopnia bezpiecze stwa podczas 
eksploatacji sprz tu w ró nych warunkach. 
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Zaburzenia lotu, pochodz ce od burzliwej atmosfery, oraz powodowane przez pilota wychylaniem 
powierzchni sterowych wywo uj  zmienno  si  aerodynamicznych. 
W naukowej literaturze opisano wiele przypadków lotu samolotów i mig owców jako bry
sztywnych.
 Wyst puj ce si y aerodynamiczne roz o one na powierzchniach zewn trznych by y opisane 
funkcjami zale nymi od wektora pr dko ci wzgl dnej mi dzy otaczaj cym powietrzem a 
przesuwaj cymi si  elementami konstrukcji. Pojawiaj ce si  zmienne w czasie odkszta cenia
modyfikowa y pola pr dko ci i tym samym zmienia y obci enia zewn trzne. Opis dynamicznej 
pracy konstrukcji musi zwiera  odpowied  dotycz c  stabilno ci lotów oraz okresu eksploatacji. 
Cz sto si  zdarza o, e symulacje obliczeniowe, mimo du ego zaanga owania badaczy i 
obliczeniowców by y rozbie ne w stosunku do pomiarów na rzeczywistym obiekcie. Jednym ze 
sposobów zwi kszenia dok adno ci modelowania by o odwzorowanie odkszta ce  obiektu i 
okre lenie ich wp ywu na stan bezpiecze stwa lotu pod wzgl dem jego stabilno ci. Do oceny 
stabilno ci lotu i do wyja nienia przyczyn powstawania drga  samo-wzbudnych zak adano
odkszta calno  niektórych elementów samolotu lub mig owca. Oprócz problemów ze 
stabilno ci  lotu pojawia si  równie  problem opisu stanu wyt enia konstrukcji w wyniku 
dzia ania dodatkowych si  aerodynamicznych i inercyjnych wynikaj cych z odkszta ce  obiektu. 
Zmienno  tych odkszta ce  w czasie rodzi szereg pyta  dotycz cych bezpiecze stwa, które mo e
ulega  zmianie w trakcie eksploatacji sprz tu.
 Ocena stopnia zu ycia si  elementów, zale na jest mi dzy innymi od dok adnego okre lania
wielko ci si  obci aj cych konstrukcj , oraz szybko ci ich zmian podczas ró nych stanów lotu. 
Odpowied  na tak postawione pytanie wymaga innego rodzaju modelowania ni  wynika o to z 
bada  stabilno ci parametrów przebiegu lotu. 

2 Metoda opisu odkszta ce  obiektu

 Preferowana jest metoda MES, pozwalaj ca na zast pienie konstrukcji ci g ej dyskretnym 
podzia em na sko czon  liczb  elementów, którym przypisuje si  w asno ci mechaniczne i 
materia owe. Do odwzorowania pracy cienko ciennych konstrukcji lotniczych wykorzystuje si
elementy p ytowo-tarczowe oraz belkowe. Przemieszczenia wewn trz elementu opisywane s
iloczynem funkcji kszta tu i przemieszczeniami przyleg ych w z ów elementu. 
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 funkcja wyk adnicza z liczb  naturaln  w podstawie,pte

                             zale na od wyk adnika liczby zespolonej i parametru czasu. 

Wyd u enia wzgl dne maj  posta :
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Napr enia przedstawiono w postaci: 
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gdzie: [D] – macierz spr ysto ci,
            E – modu  Yung’a, 

liczba Poissona. 

 Energi  odkszta cenia elementu p askiego przedstawiono w postaci pracy si  wewn trznych:

dVtzyxtzyxtzyxE
V

xyyxxyyxwew ;;),,,();,,,();,,,(
2

1
 ,                      (4) 

gdzie: ),,( zyxxy napr enia cinaj ce w p aszczy nie x-y, 

),,,(, tzyxyx wyd u enia k towe w p aszczy nie x-y, 

yx ,  napr enia w wymienionych kierunkach, 

yx ,  wyd u enia wzgl dne w adekwatnych kierunkach, 

V – obj to  elementu sko czonego.

 Natomiast energi  kinetyczn  elementu odkszta calnego przedstawiono w postaci iloczynu 
pr dko ci odkszta cenia i masy w nast puj cej postaci: 
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 Suma energii odkszta cenia spr ystego i energii kinetycznej oraz energii potencjalnej jest 
równa pracy si  zewn trznych dzia aj cych na odkszta calny obiekt. 
 W przypadku mig owca nale y uwzgl dnia  energi  kinetyczn  elementów wiruj cych i 
energi  zwi zan  z po o eniem mas w polu si  grawitacyjnych. Na obiekt poruszaj cy si  w 
powietrzu z pewnymi pr dko ciami dzia a  b d  si y aerodynamiczne, adekwatne do tych 
pr dko ci.
 Je eli rozpatrujemy zachowanie si  obiektu odkszta calnego musimy wyznaczy  te pr dko ci
liniowe sztywnego uk adu (U V W) i pr dko ci k towe (P Q R). 
 Wypadkowy tensor pr dko ci uk adu odkszta calnego jest sum  pr dko ci sztywnego uk adu i 
pr dko ci odkszta cenia tego uk adu. Równania ruchu obiektu odkszta calnego zostan
zmodyfikowane o si y wynikaj ce ze zmiany tensora pr dko ci. Najistotniejszymi pr dko ciami 
powoduj cymi zmian  obci e  zewn trznych s  zmiany pr dko ci na powierzchniach 
wytwarzaj cych si  no n  i wirniku tylnym wytwarzaj cym moment równowa cy moment 
nap dowy. Prac  si  zewn trznych przyk adanych do w z ów mo na zapisa  w postaci: 

zwzew PqL .  .                                                             (7) 
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 Do wyprowadzenia równa  ruchu wykorzystuje si  zasad  zachowania energii mechanicznej 
uk adu i pracy si  zewn trznych z równania Lagrange’a . 
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 W efekcie uzyskano uk ad równa , w których si y bezw adno ci równe s  sumie si
wewn trznych i zewn trznych. Jest to równie  zgodne z zasad  d’Alamberta.  

.zewwww PqKqCqM  .                               (9) 

 W wypadku badania w asno ci dynamicznych obiektu za o ono si  brak si  zewn trznych i 
jedynie uwzgl dniono dzia anie si  wewn trznych spr ystych i si  oporu ruchu proporcjonalnego 
do pr dko ci.

0])()([ 22
wqKMM  ,                                  (10) 

gdzie: k,..,1 - s  pr dko ciami k towymi dla kolejnych postaci drga  w asnych,

k..,,1  - s  wspó czynnikami t umienia krytycznego dla kolejnych postaci. 

 Z przyrównania wyznacznika charakterystycznego do zera otrzymuje si  równanie wy szego
rz du wzgl dem nieznanych pr dko ci k towych. W wyniku rozwi zania równania 
algebraicznego wy szego rz du otrzymuje si  okre lone wielko ci spe niaj ce warunki 
równowagi.
 Pos uguj c si  dost pnymi programami mo na w sposób szybki otrzyma  postacie i cz sto ci
drga  w asnych i w sposób graficzny przedstawi  symulacj  na ekranie komputera. Mo liwe jest 
wyznaczenie poziomu napr e  adekwatnych do poszczególnych uogólnionych amplitud 
przemieszcze  w z owych w ka dej postaci drga . Suma wszystkich postaci drga  jest 
odpowiedzi  uk adu na zaburzenia od otoczenia zewn trznego.
 Je li odpowied  uk adu jest sum  wielu przemieszcze  z ró nych postaci zale nych od 
parametru czasu to podstawowe równanie przemieszcze  i pr dko ci maj  posta :
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 Na podstawie wzorów (11) i (12) wyznaczono energi  kinetyczn  dla ka dego elementu 
nale cego do rozpatrywanego uk adu. Przy czym istnieje sko czona liczba warunków 
brzegowych wektora odkszta ce  równa liczbie postaci drga  w asnych uk adu bez wymusze .
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 Powy sza posta  umo liwia redukcj  rozmiaru macierzy mas uk adu z nxn do wymiaru 
zredukowanego – kxk, gdzie : k- liczba postaci drga  uk adu, n- liczba stopni swobody tego 
uk adu.
 Energia potencjalna uk adu jest sum  pracy si  wewn trznych we wszystkich jego elementach, 
któr  przedstawiono w postaci matematycznej jako iloczyn macierzy: 
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 Prac  si  zewn trznych dzia aj cych na ruchomy odkszta calny obiekt uzale niono od 
pr dko ci wzgl dnej ruchomego obiektu wzgl dem nieruchomych mas powietrza osobno dla 
ka dej postaci drga .
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 Ca kowita praca si  zewn trznych jest iloczynem sumy wszystkich si  przy o onych do w z ów
konstrukcji i sumy przemieszcze  we wszystkich postaciach drga  uk adu, któr  mo na
przedstawi  w sposób nast puj cy:
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 Powy sza zale no  umo liwia zredukowanie macierzy obci enia zewn trznego z wymiaru 
[nxl] na wymiar [kxl] przez wymno enie dwóch przedostatnich macierzy i przedstawienie w 
nast puj cej postaci: 
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Na podstawie bilansu energetycznego badanego uk adu, w którym wyst puj  energia kinetyczna 
opisuj ca ruch periodycznie zmienny i energia kinetyczna tracona w skutek tarcia 
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proporcjonalnego do pr dko ci, oraz energia potencjalna odkszta cenia spr ystego przedstawione 
zosta y w zapisie macierzowym, w którym niewiadomymi wielko ciami s  wspó czynniki
wzmocnie  amplitudy drga  oznaczonych symbolami: ti

k

ti kee ;..;1
1 .

Wektor ten wyst puje po lewej stronie równania bilansu energetycznego dwukrotnie. 
Natomiast w prawych stronach przedstawiaj cych prac  si  zewn trznych tylko raz. Upraszczaj c
równanie bilansu energetycznego o wspomniany wektor uzyskuje si  równanie liniowe wzgl dem 
wspó czynników wzmocnie . Po rozwi zaniu uk adu równa  liniowych wzgl dem wektora 
wzmocnie  amplitud otrzymano rzeczywist  posta  przemieszcze  dla ka dej postaci drga .
Pozwala to na superpozycj  rzeczywistych przemieszcze  ka dego w z a i relatywnie do 
odkszta ce  uzyskanie rzeczywistych napr e  dla rozbudowanego modelu struktury mig owca.
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 Równanie (18) jest równie  konstytutywne do opisywania zjawisk flatterowych. 

 Zniszczenie ka dej konstrukcji wynika z przekroczenia napr e  krytycznych w strukturze 
obiektu. W przypadku obci e  zmiennych o du ej liczbie cykli, zniszczenie materia u wyst puje
przy ni szym poziomie napr e  ni  dla klasycznej próby jednorazowego rozci gania.
 Wyst puje pewna zale no  ujmuj ca poziom napr e  z liczb  cykli ich zmian w czasie. 

mNcz = const , (19)

  gdzie:  - jest napr eniem zmiennym, 
             m - wspó czynnik zale ny od rodzaju materia u,
             Ncz - jest liczb  cykli zmian. 
 Zale no  (19) jest w asno ci  charakterystyczn  dla okre lonego materia u.
Zale no  powy sz  przedstawiaj  w sposób graficzny krzywe Wohlära.  
Warto  napr e  zmienia si  od warto ci minimalnej do maksymalnej. 

 = red + ampl .                                               (20) 

 Zale no  (20) najcz ciej opisywana jest przez krzyw  Smitha. 
 O efekcie ko cowym okre laj cym stan bezpiecze stwa decyduj ce znaczenie maj  si y
wewn trzne. Stan wyt enia materia u okre lany jako redni jest ustalany dla ustalonych 
parametrów lotu bez przeci e . Dla mig owca jedno-wirnikowego z si  no n  na wale g ównym 
oznacza sta e zginanie kad uba w dwu p aszczyznach: pionowej i bocznej. Si a równowa ca
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reakcj  silnika i przyk adana w osi piasty mig a ogonowego jest cz ciowo zast powana w locie 
do przodu przez si y reakcji na stateczniku pionowym. Tak wi c stan ustalony w mig owcu jest w 
pewnym sensie tylko umowny. 
 Raczej jest to warto rednia wyliczana z równa  równowagi statycznej. Niesymetryczne 
roz o enie mas jest wpisane jakby z definicji mig owca. Dlatego analiza zm czeniowa jest 
elementem wymiaruj cym konstrukcj mig owców. Sam wirnik z opatami zamocowanymi do 
wa u za po rednictwem przegubowej piasty by  analizowany jako osobne zadanie badawcze.

Rys. 1. Model strukturalny mig owca IS – 2 do analizy wytrzyma o ciowej i modalnej 
Fig. 1.  The structural model of the helicopter IS - 2 for the  strength and modal analysis 

Rys. 2. Posta  dwu-w z owego zginania kad uba, gdzie sumuj  si  napr enia od obci e  w locie z obci eniami

dynamicznymi z cz sto ci  zbli on  do maksymalnej podczas startu mig owca 

Fig. 2. Character of the two-junction of bend of the fuselage, where add up themselves the stresses from loads on the 
fly with dynamic loads with the nearing frequency for maximum during the start of the helicopter 
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Rys. 3. Zginanie boczne kad uba po czone ze zginaniem goleni podwozia 

Fig. 3.  The side-inflexion fuselage joint with bend of the shin of the chassis 

Rys. 4. Typowe drgania kad uba mig owca po czone z drganiami podwozia i zespo em zawieszenia silnika 
Fig. 4. Typical oscillates fuselage of the helicopter joint with oscillates  landing gear and set of the engine suspension 
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Rys. 5. Mapa napr e  zredukowanych w elementach przegubowej piasty mig owca IS –2 dla ekstremalnego 

obci enia otrzymanego z symulacji l dowania w auto-rotacji 

Fig. 5. The map of reduced strains in elements jointed hub of the IS -2 helicopter for the extreme loads received from 
the simulation of the landing in the autorotation 

4 Wnioski 

Modelowanie strukturalne umo liwi o odwzorowanie wytrzyma o ciowej pracy ca ej struktury. 
Otrzymany obraz wyt onej pracy od obci e  stacjonarnych uzupe niono o dodatkowe 
napr enia wynikaj ce z dynamicznych odkszta ce .

Przedstawiona analityczna posta  modelu pozwoli a na zastosowanie redukcji z bardzo du ej
liczby stopni swobody do adekwatnej liczby postaci drga  z przewidywalnych cz sto ci
wzbudze .

Ka da posta  drga  w asnych charakteryzuje si  wi ksz  odkszta calno ci  wybranych 
elementów. Zmieniaj c sztywno ci lub masy wybranych elementów uk adu bezpo rednio
wp ywamy w sposób przewidywalny na pó niejsze drgania konstrukcji.

Wyst puje okre lona liczba cz sto ci i adekwatnych postaci dowodzi mo liwo ci redukcji liczby 
elementów strukturalnego modelu, który pozwala na analityczne opisanie dynamicznej pracy i 
wyznaczanie warto ci wspó czynników wzmocnie  amplitud drga  w asnych.

Algebraiczne sumowanie przemieszcze  po czone z liczeniem liczby cykli zmian jest 
odwzorowaniem rzeczywistych obci e  i analityczne wyznaczenie krytycznego czasu 
eksploatacji struktury w sposób symulacyjny. 
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Przedstawiona metoda jest zgodna z badaniami na prototypie przy stosunkowo ma ych
wzbudzeniach. W przypadku wyst pienia du ych odkszta ce  ulega zmianie za równo posta  jak i 
cz stotliwo  drga  w asnych, oraz algorytm tworzenia macierzy sztywno ci, bezw adno ci, oraz 
t umie .
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